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TEMAS 6 Y 7 - RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

RECTAS Y PLANOS

EJERCICIO 1 : Halla el volumen del tetraedro determinado lpsrejes coordenados y el plano
T 3X—2y—4z+2=0.

EJERCICIO 2 Halla la ecuacion del plano que pasa por elgdatinterseccion de:
X—-2y+z=0
2x — 3% =5 y es paralelo al plano que contiene a los purt(ls:0,-3), B(2, 1,4) y C(0, 2, 3)
X+y=1

EJERCICIO 3: Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta r y es paralelo ad&ares,

=27-4 — _
siendor: y s:X 10=y 20:5
Xx=3z-8 1 -1 1
) Xx-=1=0 XxX—-z—-2=0
EJERCICIO 4 Se consideran las recta , S:
2y+z-1=0 y-z-2=0

y el planort, que pasa por los puntos A(1, 0, 2), B(2, 1y2£(1, 0, 1).
a) Da la ecuacion general o implicitarde

b) Una de las dos rectas corta &eterminala.

c) Comprueba que la otra recta es paraleta a

EJERCICIO 5: Nos dan las rectas r, determinada por losqsuA(2,-1, 1), B(0, 1-1), y s
determinada por C(2,86]1) y D(2, 1,-1).

a) Escribe la ecuacion general (o implicita) dahplparalelo a r y s que pasa por el origen de
coordenadas.

b) Escribe la ecuacion general del plano que pasaBpy es perpendicular a r.

L . 2X-y+z-2=0
EJERCICIO 6 Halla la ecuacion del plano que contiene adtare:
X+3y-z+4=0
y al punto P(2;73, 1). Explica el procedimiento.

EJERCICIO 7. Halla la ecuacion del plano que pasa por losqauii (2, 1,-3) y P(4,2,1) yes
perpendicular al planat 2x-y-z+3=0

EJERCICIO 8

a) Obténlaecuaciordelplano quepasaporelpuntomediodelsegmentoP_Q siendo

P(2,1,0) y Q(O, 3, 4) y es perpendicular &adisegmento.

b) El plano del apartado anterior corta a los dgsoordenadas en los puntos A, B y C. Calcula
el area del triangulo ABC.

EJERCICIO 9: Calcula el volumen del tetraedro determinado Iperejes de coordenadas vy el
plano: 2x-y+z-4=0
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EJERCICIO 10 Considera los puntos A(3, 0, 2), B4, 3) y C(2, 2, 1).
a) Prueba que son los vértices de un triangulo.
b) Calcula el area de dicho triangulo.

EJERCICIO 11
a) Halla la ecuacion del plano que pasa por elpu(3,-1,-1) yes perpendicular@(l 1, 1).
b) Calcula el volumen del tetraedro determinadol@®ejes de coordenadas y el plano anterior.

EJERCICIO 12 Considera los puntos P(2,1,1) y Q(4, 5, 3).

a) Obténlaecuaciordelplanoquepasapor el puntomediode P_Q y esperpendiciar
a este.
b) Calcula el volumen del tetraedro limitado p@ &pes de coordenadas y el plano

EJERCICIO 13 Determina la ecuacion del plano que pasa pgouosos (0,1,5) y (3,4,3) y es

. . |x-y+z=0
paralelo a la recta definida por las ecuaciores:
2x+y =3

X+y-z=0 X=2
EJERCICIO 14 Dadas las rectas {: y S , hallar un punto de cada una

X+2y=7 y=-5
de ellas, de tal forma que el vector que las uagsependicular a ambas.

> : x+y+z=1

EJERCICIO 15 Encuentra la ecuacion del plano perpendicularracta r: x4y =3 gue pase

por el origen de coordenadas.

EJERCICIO 16 Determinar la relacion que debe existir entyebgpara que el punto P(0,a,b) esté
en el plano determinado por los puntos A(1,0,0},B4) y C(0,2,1).

EJERCICIO 17 Sean las rectas— =

5 y la determina por la interseccion de los planos

Xx—-1 y z+1
1

X+y—z=1 2x—-y+z=2
a) Calcula la ecuacion del plano que pasa porigtiory es paralelos a las dos rectas.
b) Calcula la ecuacion de la recta que pasa pbyl{ly es perpendicular al plano hallado.

EJERCICIO 18
a) Determina si los puntos A(-1,0,3), B(2,4,1) y43,1) estan alineados.
b) Expresa en dos formas diferentes la ecuacida sta que pasa por Ay B.

EJERCICIO 19 Sea r la recta interseccion de los planos x#y=2 y 2x+ 3y +z =23 Calcula
un punto de la recta r, un vector direccional yelasaciones de r en forma paramétrica y en forma
continua. Halla también la ecuacion del plano quiiene a la recta y pasa por el punto (2,1,3)

X-y=-1
r:

EJERCICIO 20 Dados el punto A(1,1,1) y la recta{ calcula:

a) Un vector u director de la rectar.

b) El planortque contiene a la recta r y al punto A

c) La recta s que pasa por el punto A, esta caldesm el planat anterior, y su direccién es
perpendicular a la de la rectar.
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EJERCICIO 21 Sean P y Q los puntos de coordenadas P(a,iQ(,2,3). ¢ Existen valores de a 'y
b para los cuales la recta que une P y Q contdrqmanto R dado por R(0,0,1)? Razona la respuesta
en caso negativo. Si la respuesta es positivayledias valores de ay b.

EJERCICIO 22 Calcula la ecuacion paramétrica y la ecuacidtesena (general) del plano que
contiene a los puntos A, B y C de coordenadas A1},B(0,1,1) y C(1,1,1). ¢ Existe algun valor de
u tal que el punto (3,2u,u+3) pertenezca al pld@zonar la respuesta calculando el valor de u en
caso de que sea afirmativa.

POSICION RELATIVA

EJERCICIO 23

a) Estudia la posicion relativa de las siguientesact
| 2x+y-z=4 S_x—2_y+1_ Z
Ix-2y+2z=2 Y ST T 0 Te

b) Comprueba si los puntos A(1, 82) y B(2,-10-6) pertenecen a alguna de las rectas
anteriores.

EJERCICIO 24

a) Investiga la posicion relativa de las dos resigisientes en el espacio:

La primera esta dada por-X5=y - 7=z, y la segunda, por los planos:
2x -3y +11=0

{y -22-7=0

b) Halla si es posible, el punto de interseccién.

. Explicael procedimiato.

EJERCICIO 25 Estudia la posicion relativa de las rectgsyr ry:

X ==3\
X+y—-2z+1=0
1o ry:qy =1+3A Razona la respuesta.
2X-y+z-1=0
z=-3\
, X+y+z+3=0 x+1 z+d
EJERCICIO 26 Consideramos las dos rectas: Si——=y+l=——
Xx-y-z-1=0 2 -2

Halla el valor de d para que las rectas se coHalia el punto de interseccion para el valordle
obtenido.

EJERCICIO 27 Estudia la posicion relativa de las siguientegas segun los valores de k:
r_x—l y-3_z x-3_ _z-k

=l —=— S — =—y=—
2 4 5 Y 2 Y 3

EJERCICIO 28 Explica cual ha de ser el valor de m que lpeeel tercer plano de la siguiente
X+y+z=2
familia contenga a la recta definida por los domeros. Los planos son: 2x+3y +z=3
mx+10y + 4z=11
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, X+y=5 y=1 x-y=1
EJERCICIO 29 Considera las rectas: r rp: 5
y+z=2 X+y+z=6 y-z=3
a) Demuestra que las rectayr, se cortan en un unico punto.
b) Halla las ecuaciones en forma continua de lergge pasa por el punto de intersecciomde r

r;, y es paralela ar

EJERCICIO 30 Considera los planos de ecuacionesx + 2y +z=1, o :px+y+pz=1 vy

Tg: pX +y+ 2z =1 donde p es un parametro real.

a) ¢ Para qué valores de p los tres planos se @rtan Unico punto? Halla este punto cuando p =1
b) ¢Hay algun valor de p que haga que la interSeadmuin sea una recta? Si es asi, escribe la
ecuacion vectorial de esta recta.

c) Describe la posicion relativa de los tres placuendo p = %

EJERCICIO 31 Determina la posicién relativa de las siguiemézsas:
_{7x+5y—7z—12:O ; _{5x—5y—z—16=0
2.

.
Y ox+ 32 +11=0 3x-2y-7=0

EJERCICIO 32: Discute, segun los valores de a, la posicidatikel de los siguientes planos
indicando las figuras que determinan (no es neiweszsolverlo)

M=(@+1l)x+y+z=3

My=x+2y+az=4

M3=x+ay+2z=2a

ANGULOS

X- y- z+1=0
Xx+2y-%& =0

EJERCICIO 33 Halla el angulo que forma la reota{
yelplanott 2x-y+4z-2=0.

EJERCICIO 34 En el espacio se consideran:
- Larectar interseccion de dos planos de ecuaciom@iitas x +y—z =5,2x +y -2z =2
- Larecta s que pasa por los puntos P = (3, 10¥F\5, 12, 6)

Calcular el angular que determinanry s

EJERCICIO 35 Hallar el angulo que determinan los plamas: x+2y—z = 0 yTp : 2x—-3z+7 =0

DISTANCIAS

EJERCICIO 36 Halla la distancia de P(5,34) al planomt x+3y-z+5=0.

EJERCICIO 37 Calcula la distancia entre los planos siguientes
TtX—-3y+z-10=0 Tm:2x-6y+2z+3=0

EJERCICIO 38:. Dados los puntos P(1,0,2) yv Qf2,0) yelplanot x+y+2z-1=0,
calcula:

a) La distanciaentre P y Q.

b) La distanciade P &

EJERCICIO 39 Calcula la distancia entre los planos siguientes
mmy+3z=0 Tm: 2y+6z-5=0
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EJERCICIO 40 Calcula razonadamente la distancia del pun® (¢ 5) a la recta siguiente:

X=2-A
r.sy= -—A
Z=3+2A

EJERCICIO 41 Calcula la distanciade P(2,1,) alarecta r: ¢4 1—A,A).

X =2\
EJERCICIO 42 Calcula la distancia del punto P€L, 2) a la recta siguiente<xy =A
z=-A
EJERCICIO 43 Calcula la distancia de P(1, 0, 2) ala rectgd2\, —A, 1+A).
X=2+A X=4-u
EJERCICIO 44 Calcula la distancia entnez:sy = —2A y S:qy=2+u
z=5 zZ= V1
) , X+y=2 x+z=0
EJERCICIO 45 Calcula la distancia entre las rectas r y:s: S:
X—-z=-2 y—-z=1
X=3+A
_ X+z=2
EJERCICIO 46 Consideralasrectas r yrxy= -2\ S: {y _7=0
z=-1 -

Calcula la distancia entre ellas

EJERCICIO 47 Halla los puntos de larectar: x — 1 =y + 2 gue equidistan de los planos
T.4Xx—-32-1=0 yp:3x+4y—-1=0

X=3+A
EJERCICIO 48 Hallar la distanciade larecta y= -21 alplanol:2x+y—-z=4
z=-1
REPASO
EJERCICIO 49
Dadoselpunto P(2, 1, - 2), larectar: XT_l =l1 :le , y elplano Tt 4x - 3y + 5= 0, calcula:

a) La distanciade P a
b) El angulo formado por la recta r y el plarno

EJERCICIO 50
X=2+mA

Dadoselpunto P(1, 0, -3), larectar:{y=-A , yelplanoT:2x -3y +z=0, calcula
z=-1+mA

a) El valor de m para que r sea paralefa a
b) La distanciade P &
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EJERCICIO 51
a) Halla la ecuacion de la recta que pasa porrgbp#(0, 1;-1) y es paralela a los planag: x +

2y-2z-2=0, Th: 2x+y+2z-1=0.
b) Halla el angulo que formamy y To.

EJERCICIO 52
X=1+ A L )
- +
a) Halla el angulo que forman las rectagsy = —2A y s:XT :l1 =z 1
z=2

b) Obtén la ecuacion del plano que contiene aes paralelo a s.

EJERCICIO 53

a) Determina la ecuacion del plangue pasa por el punto P2, 0) y es perpendicular a la recta
r{x +y=0, y-3z+2=0}.

b) Halla el angulo que forman los planos siguientgsx +y=0 TH:y—-3z+2=0

EJERCICIO 54 Dadas las rectas:: x“2_y*3_z-1 : r,: x-1_y+1_z=3
3 2 4 2 3
a) La ecuacion del plano que pasa por la seguedagralelo a la primera.

b) La distancia entre ambas rectas.

Halla:

X=1+A

EJERCICIO 55 Dadas las rectas:{y= 2A  y  s:> ; 2 :% :ZT_l Halla:
z=-2

a) La distancia entre las rectas. b) La rectpeeticulara r y s.

EJERCICIO 56 Los puntos P(0, 2, 0) y Q(2,41) son dos vértices de un triangulo,y el terce3p,

X=2+A

pertenecalarectar:<y= -\ Larectaquecontienea P y a Sesperpendiclar alarecta r.
z=3

a) Determina las coordenadas de S. b) Calc@deealdel triangulo PQS.

EJERCICIO 57 Considera el plano 2xy+z-4=0.
a) Halla los puntos de corte del plano con los @gesoordenadas.
b) Calcula el area del triangulo formado por estes puntos.

EJERCICIO 58 A0, 1, 2), B(0, 2,3) y C(0, 2,5) son tremtices de un tetraedro. El cuarto

- . X=2 z-1
vertice, D, esta sobre la recta:—z%:T Halla las coordenadas de D para que el

volumen del ortoedro sea 2 unidades cubicas.

EJERCICIO 59 Calcula el volumen de un cubo que tiene unouddalos sobre la recta

:X—_Z:X=i y otrosobrelarecta s:x—_lzy—_zzi.
2 1 -1 4 2 -2

r

EJERCICIO 60 Halla el punto simétrico de P(2, 1, 0) respeid| planott 2x-y +z= 2.
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EJERCICIO 61 Determina el punto simétrico de A(2, 1, 4) pessto de la recta; X —1

N <
N
+
H

EJERCICIO 62 Halla el lugar geométrico de los puntos, Pl edpacio cuya suma de cuadrados
de distancias a los puntos &( 0, 0) y B(2, 0, 0) es 106. Identifica la figwesultante.

EJERCICIO 63 Considera los planos de ecuaciones x—y 9zx+y—-z=2

a) Determina la recta que pasa por el punto A(L)2r® corta a ninguno de los planos dados.

b) Determina los puntos que equidistan de A(1,2,B)2,1,0) y pertenecen a la recta interseccion
de los planos dados.

EJERCICIO 64 Considera la recta & _41 =Y ; 2_ 213

a) Comprueba que riyson paralelos. b) Calcula la distancia entretr y
c) Determina dos rectas distintas que estén catgsmnty sean paralelas ar.

y el planort 3x +4y—-6=0

EJERCICIO 65 Determina la ecuacion de un plam, paralelo al plano de ecuaciory + z + 2
=0 y que dista 20 unidades del punto P(0, 2, 3).

EJERCICIO 66 Considera los puntos A(1,1,1), B(2,0,-1), C(5),3, D(4,3,3)
a) Justifica que los puntos son los vértices cartsaxs de un paralelogramo.
b) Razona si dicho paralelogramo es un rectangulo.

c) Determina una ecuacion general del plano quietana los cuatro puntos.

X=1+t+s

EJERCICIO 67 Dados los planos: x +y—z =1 yB:<y=1-t Ot,sOR, se pide:
z=2+s

a) Determina su posicion relativa. b) Calculditaancia entre ellos.

EJERCICIO 68 Sea el planot x +y—2z—-5=0ylarectar. x =y =z, sdgi
a) Calcula la distancia de la recta al plano.

b) Hallar un plano que contenga a r y sea perpaladiart

c) Hallar el punto simétrico de P(-1,3,3) respeatear

EJERCICIO 69 Dadas las dos recta r y s, que se cortan, ceceres:
r_x—1:2y—1:22—3 y S_x—3:2y+3:z—1
-2 -6 6 S -2 2
a) El punto P de corte de las rectas ry s.
b) Un vector direccional de r y otro de s y el dogu que forman las rectas r y s en el punto de
corte P.
c) La ecuacion implicita ax + by + cz + d = delnaar que contiene a las rectasry s.

se pide calcular:

X=-2+3\
EJERCICIO 70 Dados el punto Q(3,-1,4) y la recta r de ecapetrica iy = —2A se pide:
z=1+4\

a) Hallar la distancia del punto Q a larectar.

b) Justifica que la recta s que pasa por Q y tee,-2,1) como vector direccional no corta a r.
c) Calcular la distancia entre las rectary s
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EJERCICIO 71

a) Los puntos A(1,1,0), B(0,1,1) y C(-1,0,1) somtieés consecutivos de un paralelogramo ABCD.
Calcula las coordenadas del vértice D y el arepaellelogramo.

b) Calcula la ecuacion del plano que pasa por etgpB(0,1,1) y es perpendicular a la recta que
pasa por los puntos A(1,1,0) y C(-1,0,1).

x=1
+ +
EJERCICIO 72 Dadas las rectas {y =2+A s:%zyTl: 222
Z=2+2\
a) Estudiar su posicion relativa. b) Calcula laaeidn del plano que contiene a las dos rectas.

EJERCICIO 73: Considera el triangulo de vértices A(0,0,1), B@ y C(1,1,1), ¢Cudl es la
interseccion de los (tres) planos que pasan poa e&dtice siendo perpendiculares a la recta
determinada por los otros dos vértices?

EJERCICIO 74 Halla la ecuacién continua de la recta formanlat@dos los puntos que equidistan
de P(1,-1,0), Q(-1,3,2) y R(3,1,-2)

x=-1
EJERCICIO 75 Dada la recta r{ yelplanotx+y—-2=0

y-z-1=0
a) Determina su posicion relativa
b) En caso de cortarse, determina el angulo quesfiory el punto de corte.

X+y+1=0
EJERCICIO 76 Dados el punto A(1,-2,-3), la recta{r: 2; y el planort x—2y-3z+1=0
z

a) Escribe la ecuacion del plano que pasa por paeselo a r y perpendiculama
b) Escribe la ecuacion de la recta que pasa pooa a r y es paralelara

EJERCICIO 77 Sean los puntos A(2\), B(2,A,0), CA,0A+2)

a) ¢ Existe algun valor depara el que los puntos A, B y C estan alineados?

b) Comprobar que si A, B, C no estan alineadosaidulo que forman es isésceles

c) Calcular la ecuacion del plano que contienegiahgulo ABC para el valok = 0 y hallar la
distancia de este plano al origen de coordenadas.

EJERCICIO 78: Un helicéptero situado en el punto P(1,2,1) aquiaterrizar en el planac
X+y+3z=0

a) Calcula la ecuacion en forma continua de laaréet la trayectoria que le lleva al punto mas
cercano del plant

b) Calcula dicho punto c) Calcula la distancia debera recorrer.

EJERCICIO 79 Encuentra la ecuacion continua de la recta asa por el punto P(1,1,0) y corta a
X+3 _y-2 z-5 _{x+y+z—2:O

las rectas: ir:

r:
-1 0 2 ? 3X+y-z+8=0

EJERCICIO 80 Escribe las ecuaciones implicitas de una remtdacdireccion del vector (1,-1,0) y
gue pasa por P’, siendo P’ el simétrico de P(0)+&$§pecto al plant X + 3y +z =5




