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[ Rappel de Coursl
ECOLE N2 HNALE POLYTECHNIQUE ANNEE UNIVERSITAIRE 2009-2010

D#Pr DES SCES FONDAMENTALES ANALYSE MATHS 2EME ANNEE
Z. BELHADJI - B. KEBLI 11 OCTOBRE 2009

| Chapitre 1-SERIES NUMERIQUES I

1 Définitions

o0
1. On appelle série numérique toute somme infinie w; + ug + ... + 1, + ... notée Z T

n=1

==
2. On dira que la série E"’" est convergente si et ssi la suite des sommes partielles associée (S.). est

n=1

k:
convergente o S, =1u; +us+ ...+ Uy = Z U-
k=1

oo
On notera par lim S, =S la somme de la série ie. 8= 1y;

n=1

2 Regles de convergence des séries & termes positifs

o oC
Soient Y un et ) v, deux séries numériques 3 termes positifs.
n=1 n=1

1. Rdgle de comparaison. Si u, < v, au voisinage de l'infini alors :
B w e = = —E

==
(a) Z vy, converge = E““ converge ;
n=1 n=1

oo =]
(b) Z un diverge = ZU" diverge.

n=1 n=1

o0 oo
2. Ragle des equivalences. Si u, ~ v, alors E"‘ﬂ et Z vn sSont de méme nature.

n=1 n=1
3. Régle de d’Alembert. Supposons que lim —ufu;ﬁ = £ ot £€R U {+ox} alors:
n—T00

e
(a) si £ < 1, la série Zu,, converge;

n=1

oo
(b) si £ > 1, la série » u, diverge;
=]
4. Regle de Cauchy. Supposons que lilf Y, = £ ot £€R U {400} alors:
—+1+00
oo
(a) si £ < 1, la série Z U, CONVETge;

n |l

o0
(b) si £ > 1, la série Eun diverge;

n=1
5 Regle lim n%u,.
=00
o 2

(a) Si ]1'13_:1 n‘u, = 0, alors la série ) wu, gonverge;

Tt— 100 n_\:;l e

=

{b) Si n% nu, = oo, alors la série Eun diverge;

n=1
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6. Regle de Rabee ou Duhamel. Supposons 'que '}iﬁr—l .n( s 1) = foul R U {+0} alorg !

n=1

o0
(a) si £<1, la série ) un converge;)

(s o]
(b) si £>1, la séric Z“u,n iverge ;

=1
7. Régle de Gauss. Supposons que - =@ + g 3 % ol ¢, est une suite bornée, a et § € R. Alors:
n+1
=
(a) si @ > 1, la série Z”“ converge V3 € R;
n=1
R e]
(b) si @ < 1, la série Z“" diverge VG € R;
n 1

DC
{¢) si @ = 1, la série Z"‘“ converge si 8 > 1 et diverge si § < 1;
n=1

8. Régle de comparaison avec une intégrale. Soit f une fonetion continue sur Pintervalle [m, +oof ot m € N,

e oo
positive et décroissante. Alors la série Z f(k) et l'intégrale généralisée f f(t) dt sont de méme nature.
m

k=m

Séries a termes de signe non constant

o

3.1 Définitions

[=.2]
Soit E 4, ume série X iermes de signe non constant.
n=1

fa’s] o0
1. Z un est absolument convergente si la série Z lu,| converge; 1
n=1 n=1

oo
2. 3" u, cst scmi-convergente si clle converge simplement ot diverge absolument ;
n=1 o

3.2 Regles de convergence des séries a termes de signe non constant

1. Reégle de Letbnitz. Soit u, une suite numérique positive telle que :
(8) Un > Uns1, VR €N (u, monotone décroissante au voisinage de Uinfini);

(b) lim u, = 0;
i+

+ac
oo
alors la série Z(wl)“uu converge et |S, — 8| < #ut1-
n |

2. Ragle d’Abel. Soit u, et v, deux suites numériques telles que :

(a) la suite u, est monotone croissante ou monotone décroissante;
{b) lim u, = 0;

d Ta=—3-00

I

{c) 3M > 0 tel que <M, Vn € N;

k=n
3w
k=1

Ee s
alors la séric Y  unvun oSt convergente.
n=1

3. Reégle de Dirichlet. Soit u, et v, deux suites numériques telles que:
(a) la suite u, est croissante ou monotone décroissante;

(b} la suite un est bornée;

o
(c) la série Y v, converge
=

fa-al
alors la série > unv, est convergente.
n=1
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| SERIES NUMERIQUESI

Par la méthode des sommes partielles, calculer les sommes des séries numériques suivantes :

b —_— ot —_—
(2) z{2n+3)(2n+5) (&) EﬁJH/m (c) E”"“‘(nunu)
5
: ) 1 1 -
Ind. Pour la série (c), montrer que : arctan (ﬁm) = arctau (H) — aretan (m) ,VneN
Etablir & I'aide de la condition nécessaire de convergence la divergence des séries dont les termes généraux sont donnés
par :
(a) coshn; (b) nln (1 - E) (c) nsin (l) (d) ﬂ.
: n)’ n/)’ "

En utilisant les régles de Cauchy et de D’Alembert, donner la nature des séries dont les termes généraux sont donnés
paI : - = - = == — ——— - = ‘. . - . —

n.n! (n, o= 1 “("_l)_ s A
® G () 2 @ (23)" @ (322%) ,.
2+ a\"™ pin
© (3r)" @bery); O o @b ek

Exercice 4

A V’aide du critére des équivalence, donner la nature des séries suivantes :

2n

(a) Zn_(l*';la'); (b) Z e a)“':; (n T bya’ (a,beRy); (c) g (1 - ;7:) ;
d) Z‘\/cosh%-l; (e) Z-:;(\/nJr'_\/ﬁfjl; (f) Z(Vﬂ3+1~v/n2+1).

En appliquant la régle de Raabe ou Duhamel, étudier la nature des séries :

®) 2:11‘[ (2+\/_)

(2n— 1)IN* 1 y ) 2.4.(2k) i no=2k
(b) Z( Gyl ) 5 O wBER et nlt = { S5 5 m o= Thet 1
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Déterminer la nature des séries de termes généraux suivant :

== (-1)™ coSn T
b} ———— .. S,
()tanhn : ()n+(~1}“’ ()J_+cosnr
@ @ e
n+ (1)’ (=1 + /n’
Considérons la série de terme général u,, = sin (11'\:’ n? + 1}.
1. Montrer que u, = (—1)" v, oll v, est le terme général d'une suite numérique 4 déterminer ;
2. Vérifier que la série Yy _ uy, est alternée;
ir
3. Fn déduire par la régle de Leibnitz la nature de Z Up,.
En appliquant la régle d’Abel, déterminer la nature des séries :
. cosan lnn . ‘cos 5n )“ COSTL
(2) %:T o et s (b) Zv’_lnﬂ © ; vn + 1

(EMD 1 année 2005-2006) ¥

Le but de cet exercice est 'étude de la semi-convergence de deux séries numériques.

Soient E Uy €b E 1, deux séries numériques dont les termes généraux sont donnés par :
nel nel
1 n
Uy, = In (1 + (-1 )
ne

(-1)"
(n + (=)

et

'n =

ol a et B sont des parameétres réels.
1. Donner la condition nécessaire de convergence de chacune des deux séries;
2. Déterminer par la méthode des développements limités en o la nature des deux séries;
3. Etudier la convergence absolue de Z Up €t Z Un;
n n

4. En déduire les valeurs de a et de J lesquelles E Up, ob Z Up, sont semi-convergentes.
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LChapitre 2-Suites et Séries de Fonctions §

SUITES DE FONCTIONS

(fre) une suite de fonctions numériques définies sur un domaine I ¢ .

Définitions

ki

La suite (fn), est simplement convergente sur D =i la suite numérigue (fo{x)) est wr.vez-gemé nour tout =
fixé dans D (c’est & dire i, Jim fulz) = flz), vz eD);
i

. La suite (fo)n est uniformément convergente sur I w1 lim sup |fa(z) — f{z)] = 0.
s

Propriétés des suites de fonctions uniformément convergentes

. Théoréme de continuité. Supposeas que :

{a) pour tout n € N, £, € C°(D)
(b} la suite de fonctions (), converge uniformément sur D, vers la fonction limite f;
alors f est contivue sur D (c'est & dire, f € (D)) et Yon &, Vo, 20 € [

lim Mm f.(z) = lim Hm f.(z).

TG LTy T 00

. Théoréme de dérivation. Supposons que :

{2) Yn €N, f, € C'(D) {cest & dire, f, est continfiment dérivable sur D) ;
(b} il existe un point 2g € D telle que la suite numérique fu(mo) converge vers f;
{c) la suite de fonctions (f)), converge uniformément sur [;
alors la fonction limite f est continfiment dérivable sur [ (c'est & dire, [ € C*(D)) et Pon a
f@) = (im fala) = Jim fala).

. Théoreme d’intégration. Supposons que :

(a) la suite de fonctions (f.)n converge uniformément sur vers une fonction f sur D;;

{b) ¥n € N, fn est mtégrable sur [a, b {c'est & dire

53 !
/ Fulm) dTE < g, ¥n € M)

alors la fonction limite [ est imtégrable sur [a,7] et

f& * )i = fn ; (Jim fa(2)) = lim ([, ' i) dm) ;

apalyseanathe2amnes@yahoo fr

2 SERIES DE PONCTIONS

Soit {un{x})s une suite de fonetions numériques définies sur le domaine D de .

2.1 Définitions

| 1. On sppelle série de fonetions de terme général u, toute somme infinie ui () + walz) + us(2) + ..o + walz) +..n

! O
fi noiée S tn(x) ;
| n=]

=
2. Concergence Simple-CS : la série est simplement convergente sur I si la série numérigue Z Un(z) et
£ w=1
convergente pour tout o fixé dans I);
Remarque : L'étude de lo convergence simple des séries de fonctions s'effectue & U'aide des régles de convergence
des séries numériques ol T est un paremeétre de D,

D
| 3. Concergence Absciue-CA : la série est absolument convergente sur D si la série de fonctions Z [eza{z)|
| n=1
est simplement convergente
Remargue : L'étude de lo convergence absoluc des séries de fonctions utilise les régles de convergence des séries
numérigues ¢ termes positifs ol = est considéré comme un poramétve de D

o
! 4, Concergence Uniforme-CU : La série de fonction Z tiy, ) est uniformément convergente sur D sila
| :
| ;

ne=]

i3
suite des sommes partielles (8,) (on S,(z) = Z ui{z)) converge uniformément vers 3 sur D. Cest i dive
i =1

s, lim sup |Su{x) — S{z)l =0
e e )

| 5. Concergence Normale-CN : la série est normalement convergente sur D si la suite numdérique
| Ll
I z sup {un(x)| est convergente;
=€ 17
| 71
cu
| ¥ SR
6. Conséquences : CN s
4
CA

2.2 Regles de Convergence Uniforme

1. Régle de Weierstrass. Toui: série de fonctions normalement convergente |'esh absolument aussi;

2. Regle d'Abel. Soient (#.(x)) et {un(z)) deux suites de fonctions numériques définies sur D et telles gue -
(&) (un(z)) est monotone suivant n c'est & dire que U1 (2) < ualz) (00 Unap(x) 2 ua(2) Vo € D
(b} Iz suite de fonctions (u,(z)) converge uniformément vers aéro sur D;

(¢} il exdisbe une constante M > () telle que Z-uk{:cjt < M, ¥reD, Vel
g i

o0
Alors, la série de fonctions E Un(x).vn () converge uniformément sur D
n L ;
3. Regle de Dirichlet. Solent (u.) et {u,) deux suites de [oncfions numériques définies sur D et telles que :
{a) (un(z)) est monotone suivant n ¢'est & dive que 1. (5 < walZ) (08 Unar(2) = Unlz) Vo € D;
(b} il exisie une constante M > 0 telle que |u,(x))] < M, ¥ © D, ¥n € N3y

) (] la série de fonctions X Un(x) converge uniformément gu
> k=3 5
| . |
Alprs, la série de fonctions Z Ua (T )0, () converge uniformément zuv [
n=1%
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2.3 Propriétés des séries de fonctions uniformément convergentes

1. Théortme de cnhtinuité Supposons gue :
(8) pour tout n € N, uﬂ(z} el (D}

(1) la série de fonctions Z tin () converge uniformément sur I vers la fonction limite $(w);
a=1

‘alors § est continve sur D (c’est & dire, §() &€ C°(D)) et Von &, Vo, 20 € D :

2,2 z u () = }_J Lm U (T ).

'n=1

2. Théoréme de dérivation. Supposons que :
{8) Vne N, u,(z) € CU{D) {c'est & dire, u,(z) est continfiment dérivable sur Dy

¥ =
{b) il existe un point g € D telle que la série numérique Z U (Tg) converge vers 9,

n=1
o _
{c} la série de fonctions 3 wj, converge uniformément, sur I;
n 1

alors Ia, fonction limite § est continfment dérivable sur D {cest & dire, 8 € G (D)) et T'on a
2 N4 o
8= (Z -un(x}) = Eﬂ;{ﬂ,‘].

n 1l
3. Théoréme d’intégration, Supposons que :

(a) la série de fonetions Z 1 () comverge uniformérment sur vers une fcmctmn S(z) sur D = [a,b];;
n=1

b
(b} ¥n € N, 1,(x) est intégrable sur [a, B (c’est & dire ![ un{fjda-’ < oo, Vn € N);

existe) et

|
alors la fonction limite S est intégrable sur [a, 5] (c’est & dire, I fh flz)da
et @

& & n=1 } na=] a

2 SERIES ENTIERES s

2.1 Définitions

%
1. Une série entitre est une série de fonctions de la forme E anT" (Gn Shant une suite numérique) ;

2. L'intervalle de convergence . une série entitre est I, =] — R R[ ot R > 0. Cet intervalle peut-8tre aussi fermé
ou semi-ouvert (selon que la série converge ou diverge en z = +R);
1

fin

‘ 1
3. Le nommbre réel B définit R = ———— — ou tout simplement = lim = lim ———
Le noml it par T ou tout simplement par R‘ e e

est appeié rayon de convergence.

3.2 Propriétés des Séries Entibres

Soit Z 2,7 une série entitre, notons B > 0 son rayon de Convergance

nQ

1. La somme S(z Z ana” vérific les propriétés suivantes :

me]

(8} S€ C=(-R,R]);

analyse. mathsZannee@yahoo fr 3 Swuites et Séries de Fonctions/ Année univ. 2009-2010

1

{b} Vze |-R R 5'x) = Z'.rm“m”_i >
i 1 # ‘ = P
() Yo e 1-R, R+ L S()ds = la;:—‘—a' ;

2. ler lemme d’Abel.

o0
(a) Sila série pumérique Z any Lomrerge alors, ¥z € |— |zl , |wol[; la série entizre Z Gnx™ converge ;
a0 # 0

(b} Si Z anay diverge alors la série entidre T 2™ diverge pour tout x € |00, ~ |rof[ U]|zal, +pof;
n={ n—[l
3. 2nd lemme d*Abel.

o0 - o
(a) 8ila série numérigue E 8, R" converge alors, E anR = lm:: Z Bnd™ ;

n=0 n={ rx=(J

o0
liIn A
I
il

(b) Si la série numérique 2 (- Ii‘ converge alors, Z T £

n=f n=0

3.3 Déveleppements en séries entiéres de guelgues fonctions élémentaires
1 o= i
1 e l+z+22+284 = Zm y Vzoe ]-11];
3 275 o
2, ]31(1+z)-m——+————+ 2( 1)"“ —, ¥z el-1,1;
2 3 k)
3 .'UB Iny
i = i .;F_. — = T .
3. simr =g — &+ 5~ - Z{ ) 2n+1}1’ Y € B;
e Lo e
4.cosx=1——2!—-r1!-—,..32{ 1) 271}1' Ve e RB;
a0 ﬂ" i
5.exp:c—1+:c+§;+ ga, Yz e R;
m3 3’35 o 1.2"1+1
ﬁ,'l)}lhd"—z+-3-!-+ﬁ.-r.”— 1(2—1:_’-—1}-}-, V.’]:GR,

2 gt
7.onshz:1+§!—+—4-!-+,,.-§:(2 i Ve € R;

3 5 Al
T z _— 3 ; -
8. HCEM$I£H§T+._5!‘+“.=§[_1} mVﬁEl—l,ll,
analyse.maths2anneeByahoo.fr 4 Suites et Séries de Fonctions/ Année univ, 2009-2010




" | | Série de TDZI ) |
ECOLE NATIONALE POLYTECHNIQUE ANNEE UNIVERSITAIRE 2009-2010

DEPT DES SCES FONDAMENTALES ANALYSE MATHS 2EME ANNEE
B. KLl - Z. BBELHADJ 3 JANVIER 2010

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS.

Exercice 1

Etudier la convergence simple sur le domaine D des suites de fonctions définies par :

@) ful) = gape D= (B) fulw) = nln (1 i %) ;D e 10, oo
' z” 1. W BT B :
(€) @)=y D= [0.2]; (d) fulm) = {1 + E) : D = 10,+00l;

Etudier la convergence uniforme de (f,.),, sur D :
(a) falz)= V1 —22, D= [0,1]; by Lilwl=gn [Si]:l (:r. + %) - .‘_ein;r:} : =R

2
(¢) falz)=nln (1 “f {;——) i D1=R, Dy=[-a,¢ o a>0.
3

Exercice g

Etudier la convergence simple des séries de fonctions suivantes :

fe ] > = 5]
(a)z nz" lnx; (b) Z 8P s 0 () Z [g — arctann® (1 + 32)]
n=J =1 ne=0

Exercice 4

Etudier la convergence normale des séries dont les termes généraux sont : ]
(2) un(z)= e~ "'Si"”’), D = (1, +oc] (b) un(z)=2%"", U =1[0,+[.

Exercice 5

Etudier la convergence uniforme sur [? des séries suivantes :

) 2 4 g2 - by |
(ﬂ) ﬂE:.—Q].Il. (ﬂ ;T ) gl = [*!'L‘G.i , a>10; (b) n%_-l arctan ;2—-:71?, D =1R3

o0 {_IJT? B : o0 ﬂ _ E 7 -
o n=1 /1 -l ‘/I’ DAy (d) ”Z] Ul Lo (l 3 n) . D= [0,1].

Considérons la suite de fonctions de terme général u, () = —m-——g—j.;,—__
+ m?

i :
1. Etudier la convergence normale de lu gdrie 2 n, (x) sur R et sur D = |a,+o0f, a > 0;
Tz

2. Etudier la convergence uniforme de cette série sur R.

Exercice 17

Soit la suite de fonctions f,,(x) définies sur [0, 2], pour tout n € N, par :

{ 1 ; 1
1 - = g L]l ——
n n
; 3 ; ] 1
falz)=¢ (1 —njlza-1) si 1—-=<z<1+4—
7 n
' 1
-—l—{—i gi 1+ —<uw<2
\ T i3
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1. Tracer dans le méme repére orthonormsé les courbes représentatives de fi, fy et fiooo;

2. Montrer que (f,),, converge simplement vers une fonction f que Pon déterminera.
Tracer le graphe de f dans le méme repére.

3. Calculer sup |f.(z) — f(z)|.
ze|0,2!

La convergence de (fn). est-elle uniforme sur [0,2] 7

Exercice B

Pour tout n € N7, considérons la suite de fonctions de terme général f, définies sur [--1, 1] par :

n B 1 | el < 1
— 8 |zl< =
n 71
fn(i‘\’ =
I
|| si - <z <1
n

On admet (sans démonstration) que f, € ! ([-1,1]) pour tout n € N*,
1. Tracer dans le méme repere orthonormé les courbes représentatives de a2, et fa;

2. Montrer que (f), converg simplement vers une fonction f que l'on précisera.
Dessiner le graphe de f dans le méme repére:

3. Montrer que la convergence de (f,), est uniforme sur [—1, 1];
4. Est-ce que convergence de la suite de fonctions (f*(z)),, est uniforme sur —1,1]7

Exercice g

Counsidérons la suite de fonctions f, (z) =

20
1+n27°
1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions ( Falus

1

2. Etudier la suite / Jn (1) dt. Que peut-on conelure ?

0

Déterminer le rayon de convergence de la série entitre Z a,x™ avec :
n

() an= (33'--_-1)”2 .(.b)”a.n o Bl (€) an=1In (1 + sin %) .

(n T 1)!
(Exercice 11) (EMD 2 année 2004-2005)

( 1) &\nlz
3n,-~2

définies sur D = [0, 1].

ol x ezt une variable réelle.

Soit la SE.I‘lC enticre Z

n=I[]

1. Déterminer le rayon de convergerce R de cette série;

pr o3
2. Moutrer que sa somme 3 () = dr;
Jo

1+
3. Donner une décomposition en éléments simples de la fraction e sachant que 2] + 0 = (1+¢) ( T—1+4 tg) :

4. En déduire la valeur de chacune des deux sérics numériques suivantes -

& (" &
3n+2’ « (Gn + 2) Gn+5)

analyse matisZannee@yahoo.fr 2 T1)2-Snites et Séries de Fets/ Année univ. 2000-2010




1 Exercices Supplémentaires'
EcoLE NATIONALE POLYTECHNIQUE ANNEE UNIVERSITAIRE 2009-2010

DEPT DES SCES FONDAMENTALES ANALYSE MATHS 2EME ANNEE

Z. BELBADJ 6 MaARs 2010
| Séries Entiéres.
(Exercice 1)
. o
Soit la série entitre » L——_ngr" Notons f(x) sa somme.
n=0
1. Déterminer son rayon de convergence;
2. (a) Montrer que pour certains z > 0, on peut écrire f sous la forme f (£) = g(ﬁ) , ou g est la somme de la
x
série entitre Z Lﬂmzn*" :
2n+1

=0
(b) Utiliser le rayon de f pour calculer celui de g;
(c) En citant soigneusement le théoréme utilisé, dériver la fonction g et la calculer sur un intervalle & préciser ;
(d) En déduire une expression de f sur [0.1[;
(0
n+1

(¢) Donner la valeur de la série numérique )

nzl

1
. 1. (a) Développer en série entiére la fonction f définie par : f(7) = e
(b) Préciser son rayon de convergence;
3
(c) En déduire un développement en série entitre sous la forme > anz™* de la fonction g(z) = zﬁ el
n>0 .
Préciser son rayon.
3 ~
2. (a) Trouver les coefficients a, J et -y tels que : R 2 oz + B+ :r_{L.?—’
1 t3
(b) En déduire la valeur de f PRI
0 241
3. (a) Intégrer le développement en série entidre de g en citant soigneusement le théoréme utilisé ;
(=1"

(b) En déduire la valeur de }:

nz0
]Exercice 3]

Pour chacune des séries entiéres suivantes, déterminer le rayon de convergence R, calculer la somme pour z dans

e (A x e X

: Ay 4

Ind. Poar Trgérie (d) remarquer que n® est une combinaison linéaire de 1, n, n(n — 1) et n{n — 1){n — 2), c’est & dire
que n® = n + 3n{n—1) + n(n—1n-2) );

n , L “LQ/\HQ
3_ n& -\—'S;a\’\(rw&)’x.. = m

- .
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Les exercices suivants sont facultatifs.
lls ne seront pas obligatoirement corrigés en TD

m (Exercice facultatif)

("‘“1)“ D

n+xz’

Soit la série Z
n=>0

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de la somme S (z) et trouver une relation entre § {z+1) et &2,

= [0, +o0f.

H—1

2. Montrer que pour tout z € D, on a § {x) = ;-T-t-dt;
e B , 1
3. Vérifier Péquivalence S (7) ~ —.
oo 2z
(EMD 2 année 2003-2004) (Exercice facultatif)
-l 22’{,

ot z est une variable réelle.

Soit la série entigre Z
,'

1. Calculer le rayon de convergence R de cette gérie;

2. En intégrant les termes de cette série, déterminer sa somme § (x).

(EMD 2 année 2002-2003) (Exercice facultatif)

I)H 4'n+1

ol = est une variable réelle.
4n+1°

Soit la série entiere Z
n=0

1. Déterminer le rayon de convergence K de cette série;

2. Donner 'expression de la série dérivée correspondantE'

'\R

3. En déduire la somme de la série numérigue Z s T
7

est donnée par

Ind. La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle T
&

1 T+ /2 " x—+/2
22 \ 2?2 + V22 +1 22—z 41/
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] Séries de Fourier.

2
1. Soit f une fonction 2m-périodique égale 3 1 — E,_; sur [—m, 7). Calculer les coefficients de Fourier de b
™

2. En déduire les valeurs des sommes :

@ > & B3 =l & 3
n=1

= (2n — 1)¥’ n=1 "

1. Développer en série de Fourier la fonction 2-périodique définie par ;

-1z & zep1g
f(a:)-{ 1x si zelo,1]

00 _1?’! =] 2
2 Endéduireque § —(—-__Lz_i:g et 2_12':1
7 - n
n=]

n=0

(EMD I11, 2004-2005)

Solent f et g deux fonctions définies sur R par f(x) = |cosz| et g(z) = |sing].

1. Tracer les graphes des deux fonctions. Que peut-on remarquer 7
2. Développer les deux fonctions en séries de Fourier ;

3. En utlisant le théordme de convergence de Dirichlet, ’égalité de Parseval et 1’égalité de Parseval généralisée 1
calculer la somme de chacune des séries numériques suivantes

el (__l)ﬂ oo 1 o0 1 o0 (_ 1)n .
O3 sy ®)3 Y CpBE

[Rattrapage, 2000-2001]

Solent « un nombre réel strictement positif et f une fonction 2r—périodique, définie sur Iintervalle [—x, m| par
F(z) =ch(az); -

1. Déterminer le développement en série de Fourier de cette fonction ;
20

’ ; i = (—1)™
2. Calculer les sommes des séries numériques 3 et Z 5 ;
Izn *d 1 ekl

3. Pour tout x € R*, montrer que ;

)Ryt _1(1 1)_

n 51—“ 240222 2 \Gnh: 1/’
& t 1 1

b) ;WZE (cotht-—;).

. pE - o
1. I’égalité de Parseval généralisée : % / Flzlde = E%)E 4 Z {ancn + by A} oll ay, o, et b, 8. sont les coefficients de Fourier des
il B

fonction, 2{—périodques, [ et g respectivement.
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( Exercice 5] [Synthése, 2005-2006]

Soit f une fonction 27 —périodique donnée sur lintervalle [—, 7| par

z(r+z) size|[-m0
Hak= { wa-—x% siz € %O,’n’] |
1. Tracer le graphe de f. Que peut-on remarquer 7
9. Déterminer le développement en série de Fourier de cette fonction
3. En déduire les sommes des deux séries trigonométriques, & 1'aide du théoreme de dérivation en justifiant les
étapes de calcul :

2 1
)ZCOS( n+1 . B8 2 etb)zsm(zinj-l]m’ sl

4. En dédmre la somme de chacune des séries numenques

)22 )Zz+1' )ZZn—i-l

n=0 n—*ﬂ

o0 oo
5. Caleuler & Paide de 1’égalité de Parseval les sommes : 8) 3 ——-i—z; b) 3 ——
— (2n+1) (I + 1
o o0
6. En utilisant les combinaisons appropriées, déterminer la valeur des sommes : a) Z -1—4 : b) Z ~15—.
n )

,.4
3
[
e

n=

[Synthése, 2006-2007 |(Faculatif)
Soient la fonction f, 27— périodique et impaire définie sur [0, 7] par f (z) = x et la fonction g, paire et 27— périodique
donnée par g (x) = z* sur [0,7].

1. a) Développer f en série de Fourier;

Tt
b) Calculer les sommes des séries E E (1)
nzl 2n + 1

2. a) En déduire, par intégration, le developpcment en série de Fourier de g;

b) Déterminer les sommes des séries Z et z 3
nz1 a1 ™

(=

3. a) déterminer, & l'aide du développement en série de fourier de g, la somme de la série E sin nx sin ny,

n>l 'I'!,

pour x, y vérifiant |z} < -g et Jy| < E;

o0
b) En déduire la valeur de la somme 2

Selen+ 1)%
(B ) (Rocultit)

(I) En remarquant que 1 + z? — 2z cosa = (e"“ - il.) (e""“ — :r) . développer en série entiére a l'origine la fonction

fa (@) e acR
ra—d i i 2
i 1+22 —92zcosa’ !

(II) Soit la fonction gy définie pour tout = € Retpour B R — (g — :rrZ), par : gglz) = m, xz € R;

Montrer que gg.pox = 98 €0 gn—g = 98;

Vérifier que D’étude suivant 2 de gz peut étre restreinte 3 l'intervalle ] —%, % {
Expliciter gg en fonction de fo;

. En déduire le développement en série de Fourier de la fonction gg;

2 cosnT
2 —+/3cosz

ook oMo

. Donner la valeur de I'intégrale I), = dz,n e N
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] Rappel de Coursl
ECOLE NATIONALE POLYTECHNIQUE ANNER UNIVERSITAIRE 2008-2000

DEPT DES SCES FONDAMENTALES ANALYSE MATHS 2EME ANNEE
B. KEBLI-Z. BELHADJ 10-03-2010

| Intégrales Curvilignes - Intégrales Surfaciques J

A-Intégrales Curvilignes
1. Définitions

1..81 L est une courbe dans l’espace, on définit une intégrale curviligne de :

(a) lére espéce par : f Flz,y,2z)dl;
L

(b) 2&me espice par : AP(m,y,z) dr + Q(z,y,2)dy + R(x,y,2)dz

= ()
2. 5i L est une courbe d’équation paramétrique { y = % (t) , Vi€ [a,b],
z = x(t )
et d'extrimités A = (p(a),¥(a),x(a)) et B = (p(b),¥ (b),x(b)). Notons S la longueur de L. Alors :

h
(a) § = / Ve (0 + (@ () + G (1))
b
b) [ Feyad = JEICIORTC XO)V(@ @) + (@ (0 + (x (8)ds

(c) /LP(:L',y._z) dr + Q(z,y,2)dy + R(z,y,2)dz

b
== /u P 0@, x0)¢' €) + Qe (1), ¢ (), x @)W (1) + R(p (), (&), x ()X (t)] de
3. Si L est une courbe dans R? (plane) donnée explicitement par y = g(t), Vt € [a, b] , alors :

g) 8 = /b\/1+(g’a)_)§a‘-t;
®) [ Fya chh W1+ (¢ ()2 dt;

b
) /LP[:.':,y)dx i / Pt h(2) dt ot /LQ{m,y)m = f QA (1) x ¢ (8 dt
2. Propriétés

1. {Formule de Green.] Soient P,Q ¢ ct (D), D—domaine de R? délimité par une courbe fermée L (parcourue

dans le sens trigonométrique), alors

' _ (] (22 _oP
§, Pavds + Qdy = [ (32 - 50) doay
Il en découle :

{a) Vaire de D est gire(D) = Zf zdy — ydr = ffa;dy = “fy(h

(b) / Pdr + Qdy ne dépend pas du chemin si et seulement si ad = ar :
FE ox dy
i

(€) f P(x,y,z)de + Q(x,y,2)dy + R(x,y.z)dz ne dépend pas du chemin si et senlement st Rot B = ()
L
WF = P7 +QJ +RE
— =

i i ?
g o0 @ OR 0Q)-_~> (BP BR)»—;% (BQ 8P)
i 3 ]‘; t=sed Ly ity P o —_— — ) g s | g
B dr Oy Oz (83; 5z /) ' # oz oz)’ i or By .
P2 € R
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B-Intégrales de .Surface

1. Définitions

Soit 3 une surface d'équation z = Jf (x,y) avec f € O et telle que toute paralléle & Oz coupe I au plus en un point.
Soient D = proj[my‘fj et (x,y) € D.

—-"'-'—"“
-

1. 7 la normale unitaire & & au point (z,y) est donnée par n = (cosa,cosf,cosy) ou « = (?f, O;u), b =
(“ﬁ*,é}}), ¥ = (?f,fﬂ“). Alinsi,
s +1 : ¥
1 (1 —-{?-i,~a—f) s (cosa?—{-cosﬁj +cos*y":€)
dz 3y

af ) af\*
1+ + | =
\/ ( dx ( Ay )
ot cosa, cosf, cosy(—les cosinus directeurs de ) vérifient cos® @+ cos? f + cos?y = 1

2, aire(®) = [[\1+ (Z) + (2 doa

3. L’intégrale de surface de lére espéce est définie par :

[ F@yzdo = [ Py s @) g = [, Pl ’“\/ 1+ ( 2 (%)2 dz dy;

4. L'intégrale de surface de 2éme espéce est définie par :

] P(z,y,2)dydz + Q(z,y,2)dzdz + R(z,y,2)dzdy “_,// (Pcosa + Qeos 3 + Rcosy) do

ou: // P(x,y,z)dydz = // Pz,y, f(z,y)) dzdy -—f Plx,y,2 )coso:da,
fj;; Qz,y,2)dzde = fDQ (z,y, flz,y)) dzdx = jLQ{w.y,z) cos f do,
f[g R(z,y.z)dxdy = %R(z,y,f(::,y)) dedy = f): R(z,y,z) cosydo;

2. Propriétés
[Formule d’Ostrogradski.] 5i I est une surface fermée entourant le volume Q, P,Q, R € C* ()

et F = P7 + Q? + Rk wlors

! j%:ﬁﬁ’da = ffﬂdz’v}?"du

ol divF = aP + 8_@ ——, Clest & dire :
dy 5‘2
o9Q OR
# (Pcosa + Qeosff + Reosy)do = #Pn’f)dz +Qdrdz + Rdxdy = [[[ Sy —@ + 3,?:) du

[Formule de Stokes.] Soient 3] est une surface ouverte entourée par une courbe fermée I, P,Qet R€ cHY)

o o= 3 % Q__;? -+ Rk alors
j{?’.}z’ = /Eﬁo'ﬁ}?.??da
I

ot dl = dr i + dy? + n’z? C 68129?.?[111‘3@ m—— -
?{Lde+Qdy+Rdz == [[ [(*—“——;’)LU&Q—! (a—a;)&)ﬁﬁ-*-(-gg*%)ﬁ%’}’} do

on_2q o2 _0m . (%2 _0F),
j][ " z)dd+(8 6$)dydz+ * ay\dzd.a:.
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Caleuler par deux méthodes, les intégrales de surface suivantes :

1..I'= [EF,n do ou F = 4xy? - yg?—k yz_k_? et X est la surface du cube délimité par les six plans
z =0, e=1 y=0, y=1, 2=0, 2=1 et, n est la normale_pextérieure a

2 I = /z, y—2)cosa + (z—2)cos B + (5~ y)cosy] do ot T est la surface conique ouverte d’équation

2

2% 4+ 9% = 2% avec 0<z< hetcosy <.

(Synthése 2006-2007)
2

5 ; ; s Ta = R
Considérons les trois surfaces données par les équations z = /72 + y2, 22 + y2 = - et 2 +y?+22 = R 2 > 0.
Soient les surfaces :

¥-la portion conique extérieure au cylindre et intérieure & la sphare ;
Ey-la surface cylindrique comprise entre le céne et la sphére;
Yz-la partie sphérique extérieure au céne.

1. Déterminer I'aire de 59 et ¥y

2. Trouver les masses de ¥y et ¥y si leur densités massiques sont pq(x,y,2) = 2
et p3(z.y,z) = ¢/ R? — (22 + y?), respectivement;

3. Déterminer les composantes de la normale unitaire extérieure (fe. telle que cosy < 0) & Ty ;

4. Soient F(y,2z,2%) et £} la partie de 3, correspondante & y > 0.
() Calculer & 'aide d’une méthode directe le flux du champ F & travers 5; (P ﬁ}; . F.n do);
(b) Retrouver le résultat par la formule d’Ostrogradski; ;

5. (a) Déterminer la circulation du champ F le long du contour L; = auT | f F.dr);
(b) Reprendre le calcul par la formule de Stokes.

(Rattrapage 2006-2007)

2
Considérons les trois surfaces données par les équations 2 = Va2 +y2, 2?4+ 92 = RT etz +yi+22 =R 2> 0.
Soient les surfaces ;
Yi-la portion conique extérieure au cylindre et intérieure & la sphére ;
Y;-la surface cylindrique comprise entre le cone et la spbere,
Ti-la partie sphérique extérieure au céne.

1. Déterminer 'aire de & ;
2. Trouver la masse de £, si sa densité massique est p, (z,, gl =g

3. Déterminer les composantes de la normale unitaire extérieure & ¥ et les composantes de la normale unitaire
extérieure (telle que cosy < ) & Tz

4 Soient F(y,27,2%) et £ la partie de T, correspondante & y > 0.
(2} Calculer 4 l'aide d'une méthode directe le flux du champ F & travers (I = ] F.n do);
15 Retrouver le résultat par la formule d’Ostrogradski;

S Ia) Déterminer la circulation du champ F le long du contour Ly = 957F ( fi 2 F.dr);

Heprendre le calcul par la formule de Stokes,
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ii. Solutions particuliéres.

-Méthode de la variation des constantes - Ayant un systéme fondamental de solutions Y1y Uy
de I'équation homogene, on détermine la solution générale sous la forme

#(7) = a(@)n(x) + ... + ca(@)yn(z)

ou les fonctions dérivées ¢}, vérifient le systeme algébrique :

QYL + e+ o = ¢
) o SR ) o A
G+ L+ = g

-5l le second membre f est donné par 'une des fonctions Ji(x)

= {do:‘l?k + ..+ dfs) e’
ou fo(z) = i(bg.’l"k + ...+ bk) cos Br + (q):z?e + ... + Cg) sin /53,} e™, alors :

*) si vy et a + i ne sont pas racines de Péquation caractéristique, on a :

pour fi(z) | yu(z) =
pour fo(z) | v,(z) =

(0 % .. 7 D)™

[(Box™ + ... + Bp)cosfz + (Coz” + ... + C.n)sin gz | e™*
#ee m< max(k, )

**)si v et av+1i/3 sont racines de multiplicité S alors y, s’obtient par multiplication de la solution

précédente par z”, c’est & dire :

pour fi(z) | yo(z) = 2° (Dgﬂi'k + %+ Dk) er
pour fo{z) | v,(z) =

2° [(Bog™ +.... + Bp)cos Bz + (Coz™ + ... + C,,) sin Bz ] e**
‘ m = max(k, £)
b) Cas ou les coefliecients ne sont pas constants.

i. Equations d’Fuler. Elles sont de la forme

wlf 2 Lo <
xny(n) 3 alxn iyn 13 i o + Ay = f{fﬁ)

ou z > 0 ou bien z < 0.

Ces équations se rameénent & des équations différentielles & coefficients constants par le change-
ment de fonctions z = e’ siz>0etz = e lsiz <0
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| Equations Différentiellesl

Soit la famille de solutions {y1 =z, =a°,y3 = em}

1. Déterminer le Wronskien de cette famille;
2. Déterminer une équation différentielle linéaire d’ordre 3 satisfaite par la famille {y, y2,y3};

3. Intégrer 'équation différentielle 4(® — 2y(4) + 8ytd — 12y’ + 8y = 0 sachant que A = —2 est solution de
I’équation caractéristique;

1. Résoudre ’équation d’Euler donnée par : (1+x)*y"” — (1+2z)y — 3y =6(1 +z)%;

2. Soit a € R. Résoudre le systéme différentiel suivant :

a (:z:2y1’ +zy| — yl) +2%y fayh—ye = 0O
2y + a2y — i +a (2 +ah - ) = O

Le but de cet exercice est la recherche, par deux méthodes différentes (la méthode du Wronskien et la méthode de réso-
lution de I'équation auxiliaire), de la deuxiéme solution du systéme fondamental des équations différentielles suivantes :

1. (14+2)y”" —y —xy =0 sachant que y = €” est une solution particuliére sur ]—1,+ac|;

i o T T
2. y”cosz +y'sinz — ycos®z = 0 sachant que y; = ™7 est une solution particulidre sur }mz—, +—2—[ :

1. Par la méthode de D’Alembert, intégrer les équations différentielles homogenes suivantes :

(a) v + 2zy + (w.2+5) y = 0;

(b) "+ 2xy + (m2+1)y =03

- ;:2 ’
2. (a) Intégrer ’équation différentielle 3" + 2zy’ + ( ?+ 1) y = xe 7 par la méthode de la variation de la



~~
-

6

. : 2 e s 3 6
Résolution de I'équation différentielle y” — = Yy + ] y - =l VI, x>0;
1. Déterminer le systéme fondamental de cette équation en cherchant des solutions particulidres de P’équation ho-
mogene sous la forme y = 27, n€ N;

2. Donner la solution particuliere de I'équation compléte par la méthode de la variation des constantes ;
.2 T 3 = y 30820q 09 DOHBUPd edimteb etdeo ab moitulor sl TovuorisH {d)

3. En déduire la solution générale de I’équation compleéte.

0108008\ eloitus BRiU somdiay? is eucideupd -2AT I H.oodsyBeouasSadisny cayisas

Le but de cet exercice est la résolution de ’équation de Tchebychev (1 - :1:2) y' —zy +aly = 0avec a # 0 telle
que |[z] < loulz| > 1

1. Soit y(x) = z(t). Déterminer 'équation satisfaite par la fonction auxiliaire z ainsi que sa solution si :
(a) |z} < 1, z=cost, te]0,n[;
(b) z > 1, z=cosht, teR;
(¢) x < -1, z = —cosht, te R;

2. Intégrer 1'équation différentielle (1 - mz) vV —zy + 4y =0

|Systémes Différentiels I

TARO
Bt
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