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Por que aprender Geometria Plana?

Onde usar os conhecimentos
sobre Geometria Plana?
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Capitulo 1
GEOMETRIA PLANA

A palavra Geometria tem origem grega e significa “medida da terra”
(geo = terra; metria = medida).

No antigo Egito, a geometria era muito utilizada, um exemplo disso séo as
grandes pirdmides. Eles mediam sombras, inventaram os relégios de sol e
construiram edificios.

Por volta do século X a.C., 0s gregos comegaram a transformar a ciéncia
pratica numa abstragao.

Na geometria destacaram-se grandes matematicos, como Pitdgoras, Eucli-
des e Arquimedes, que descobriram as férmulas para desenhar e medir figu-
ras planas, como circulos, esferas e tridangulos. O interesse pelas formas
geométricas, ndo se preocupando com as medidas, acompanha os seres
humanos até hoje.

Neste capitulo, faremos uma revisdo de alguns conceitos importantes em
geometria plana.
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Angulos
Podemos classificar os angulos em:
Angulo agudo Angulo reto Angulo obtuso
0 A 0 A 0 A
m(A0 B) < 90° m(AQ B) = 90° m(A0 B) > 90°

A Histdria esta presente até na
Geometria. A localizacdo das pi-
ramides era obtida tragando-se

0 lado oeste sempre em direcao

ao norte. lado oeste
Os trés lados restantes eram

stantes eram -

tracados, em relacéo ao primei- angulos retos

ro, em angulo reto.
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Angulos Complementares

Dados dois angulos, dizemos que eles sdo complementares quando a soma
das medidas for 90°.

A

60°

30° 30° + 60° = 90°

>
>

Para descobrirmos o complemento de um angulo, usaremos a expressao
(90° —x).

Exemplo:

Dé o complemento de um angulo de 20°.

Solugéo:

Seu complemento sera 90° — 20° = 70°.

AnGULO CERTO

Para saber quantos graus um astro estava acima do horizonte,
usava-se a balestrilha (conjunto de varas grudadas, perpendicula-
res entre si). Olhava-se por uma ponta da maior e movia-se

s a menor. Quando a extremidade de cima da vara me-
nor encontrava o astro e a de bai-

X0 encontrava-se no horizonte,
T\ formava-se o 4ngulo com o qual
se podia calcular a altura da es-

ﬁ\ trela.
7) Fonte: Superinteressante

o2

1999.

gL
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Angulos Suplementares

Dados dois angulos, dizemos que eles sdo suplementares quando a soma
das medidas for 180°.

140°
40°

Y

140° + 40° = 180°
Para descobrirmos o suplemento de um angulo, usaremos a expressao
(180° — x).

Exemplo:
A metade do suplemento de um angulo mede 80°. Determine x.

Solugéo:

0_
180°—x —g00
180—x = 160
—x =-20
x = 20°

Angulos Formados por Duas Retas Concorrentes

Angulos Opostos pelo Vértice (o. p. v.)

Dois angulos sdo opostos pelo vértice quando o lado de um deles é semi-
reta oposta ao lado do outro.

Dois angulos opostos pelo vértice sdo congruentes.
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Angulos Formados por Duas Retas Paralelas
Cortadas por uma Transversal

Angulos Correspondentes

< >8 a=¢  p=f
c=g d=h
< > b
Angulos correspondentes séo congruentes.
Angulos Alternos Internos
< > a
c=f
< >b d=e
Angulos alternos internos séo congruentes.
Angulos Alternos Externos
< > a a=h
b=g

A

jun Y
K
Y

Angulos alternos externos sdo congruentes.

372



Manual de Matematica

Angulos Colaterais Internos

A
A 4
@

c+e =180°
d+f=180°
< > b
Angulos colaterais internos sao suplementares.
Angulos Colaterais Externos
6 t
a
< > a o
a+g=180°
- o b b+h =180°

ﬁ)@
g

Angulos colaterais externos sao suplementares.
Triangulos

Classificacao
Podemos classificar os triangulos quanto aos lados e aos angulos.

Quanto aos Lados

Eqiiilatero

60°

Possui trés lados iguais e os trés
0 0 N .
60 60 angulos internos congruentes.
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Isdsceles
Possui dois lados iguais e 0s
angulos da base sao congruentes.
Escaleno

Possui os trés lados e
angulos diferentes.

4

Quanto aos Angulos
Acuténgulo

Q Possui os angulos internos agudos.

Reténgulo

o /‘@/)

& &

© . A

© Possui um angulo reto.
cateto
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Os lados do tridngulo retangulo recebem nomes especiais: catetos e hipo-
tenusa.

Obtusangulo

& Possui um angulo obtuso.

Soma dos Angulos Internos de um Triangulo
A

a+b+c =180°

O triangulo é uma das
figuras mais importan-
tes da Geometria. Eles
sdo utilizados, por
exemplo, em constru-
coes.

Observe na armacgao
de um telhado os
diferentes tipos de
triangulos que podem
ser encontrados.
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Angulo externo

Em qualquer tridngulo, a medida de qualquer angulo externo é igual a soma
das medidas dos angulos internos nao adjacentes a ele.

Relacoes Métricas num Triangulo Retangulo
Dado um tridngulo retangulo, podemos estabelecer as seguintes relagoes

métricas:

a — m(BC) hipotenusa

b — m(AC ) cateto

¢ — m(AB) cateto

h — m(AM) altura

m — projecao referente ao cateto ¢
n — projecédo referente ao cateto b

a? = b? + ¢? (Teorema de Pitagoras)

b2=a-n
cZ=a-m
h2=m-n
a-h=b-c
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Relacoes Métricas num Triangulo Qualquer
A

b=a+c-2an

b=a+c+2an

Semelhanca de Triangulos

Dois triangulos sdo semelhantes quando os angulos correspondentes sao
congruentes e os lados homélogos sao proporcionais.

Com o auxilio da semelhanga de tridngulos e do teorema de
Pitdgoras, podemos descobrir distancias sem fazer célculos direto
das medidas, como, por exemplo, a largura de um rio e a distancia
entre dois pontos com um obstaculo no meio.
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Critérios de Semelhanca

1° Caso: L. L. L.

2° Caso: A. L. A.

VAN

3% Caso: L. A. L.

JAAN

40 Caso: L. A. A,

N

378
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Poligonos Regulares
Todo poligono que possui todos os seus lados congruentes é regular.

Exemplos:
T [
i : B
quadrilatero regular pentégono regular

SEMELHANCA DE TRIANGULOS COM A
Fisica?

Podemos utilizar a idéia geométrica da semelhanca de triangulo para
determinar o tamanho da sombra e da penumbra (regido onde ha um pouco

de luz), por exemplo, que ocorre nos eclipses, com o Sol funcionando como
fonte extensa de luz.
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Elementos de um Poligono Regular
Dado um poligono regular inscrito num circulo, temos:

a — apdtema do poligono

¢ — lado do poligono

R — o raio da circunferéncia
circunscrita

A — a érea do poligono
inscrito

© — 0 semiperimetro do
poligono

Obs.:
A medida do ap6tema de um poligono € igual ao segmento que parte do centro formando
um angulo reto com o lado.

/A BELEZA ESTA SEMPRE AO NOSSO REDOR

As vérias formas encontradas na natureza tém chamado a nossa
atencdo ha muitos séculos. Os favos de mel construidos pelas
abelhas, por exemplo, tém o formato de um poligono.

=
e 4

P
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Relacoes Métricas nos Poligonos Regulares

Quadrado
¢
¢, =RV2
e 05 y
R 3 _E
¢ A =2R’
Hexagono
¢ =R
3
aB =
\VAV/ 2
2
3
2
Tridngulo eqiiildtero
¢, =RJ3
g =N
)
A=pla

Circunferéncia inscrita em um triangulo retangulo

=
Il

3R
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Resumindo
Poligonos inscritos € circunscritos:
inscrito circunscrito
lado apotema lado apotema
Quadrado RV2 # 2r r
, RV3 | 2rV3
Hexégono R —_— —_— r
2 3
Tridngulo R\/§ E 2r\/§ r
equilatero 2

Area das Principais Figuras Geométricas Planas

Quadrado

Parafuso
Sextavado

Num parafuso, o poligono é sempre regular.

¢ — lado
A=¢

Os mecanicos, para consertar um defeito num auto-
movel e deixar o trabalho mais comodo, necessitam de
parafusos sextavados, pais eles
podem ser apertados ou desa-
pertados com angulos de 60°,
apresentando assim movimen-
tos mais curtos para o brago.
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Retangulo
h b - base
h - altura
A=b-h
b
Tridngulo

A :@
2
b
Tridngulo Retangulo
B
a
¢ A :b_l:(t
2
A b C
Paralelogramo
I
I
rh
! A=b-h
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Losango
d — diagonal menor
D - diagonal maior
a=Dd
2
Trapézio

b
! b — base menor
h ! B - base maior
E A= (B +b)
. 2
B

Tridngulo qualquer em funcédo dos lados

B
/\ A=pOpb—a)(p-b)(p—c)
a+b+c
em que p =
2
A b C

Triangulo qualquer em funcéo de dois lados e do angulo compreendido

/\ A——Dh[ﬂ)senC
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Circulo
A=
Obs.:
No tridngulo eqilatero temos:
14 14
¢\/3 :
h= i A= ¢ \/g
2 4
¢
Setor Circular
¢ o em graus: o em radianos:
_amhi’ A= aR’
360° 2
Coroa Circular
A=mR’-1)
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Angulo Inscrito em uma Circunferéncia

A

Obs.:
Todo angulo inscrito numa semicircunferéncia € reto.

N

A ABC € retangulo

FIGURAS GEOMETRICAS E URBANIZACAO

Nas grandes cidades, ha muitas favelas, sem planejamento de
Y\ ' casas e ruas.
Para melhorar as condigdes de vida, uma das solugdes é a
execucéo de obras de urbanizagéo.

Com isso, melhora-se o tragado das ruas e as casas séo derrubadas para
serem construidas em lugares melhores, tornando assim possivel a instalacao
de esgoto e a coleta de lixo.

Para a urbanizacao das favelas, é necessério inicialmente fazer uma planta,
utilizando figuras geométricas.

Sera que isso resolve o problema das favelas? E o que podemos fazer quanto
a questao social?
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Angulo de Vértice Interno

C
B
D —
AB-CD
a=
2
A

Angulo de Vértice Externo

B
C
yle _AB-(D
i o=
D 2
A

Relacoes Métricas na Circunferéncia

A
D
PA [PB =PC (PD
C
B
A
B
\\::,\P - =
-7 PA [PB =PC [(PD
D
C
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P 2

=
1l

-

W

P

(o)

C

Teorema de Tales

o\
[\ 3

// \\ c
7 \
Um feixe de retas paralelas determina sobre suas transversais segmentos
proporcionais.

Exemplos:
Determine o valor desconhecido das figuras.

Y
)

Y

d

Y

a)
[\
x/ \12
> b
./ T
/ \:C
Solugéo:
x_12
276
bx = 24
x=14
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b) / \

= >» a
,’1/ \8
X 1
1
. > b
/‘/ \\2 .

Solugéo:
x 10
12 8

8x =120

x =15

/A

c)

Y

Z/ \x

Y

3/ \V

Y

Y

5/ \z
/

Sendox +y+z=40
Solugéo:

1
~
O
H
(e}

gIN W< N|x N|Xx
1

~

]

N

N

o
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Capitulo 2
GEOMETRIA ESPACIAL DE POSICAO

Introducao

0 universo esta cheio de objetos, coisas de varias formas e tamanhos, que
ocupam as mais variadas posicoes.

Freglientemente nos preocupamos em medir, comparar e analisar posi-
cOes de objetos.

Em Geometria plana, alguns conceitos s&o primitivos, como o ponto, a reta
e o plano.

(ponto A) (retar) (plano B)

Representamos:

Ponto com letra mailscula do nosso alfabeto.
Reta com letra minGscula do nosso alfabeto.
Plano com letra grega (a, B, V. ...).

Postulados ou axiomas: sdo proposicoes consideradas como verdadei-
ras, nao sendo necessario demonstracao.

Teoremas: sao proposicoes que, para serem aceitas como verdadeiras,
precisam ser demonstradas.

Principais Postulados da Geometria
P, — existem infinitos pontos, infinitas retas e infinitos planos.

P, — numa reta existem infinitos pontos e fora dela também.
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P, — por um ponto passam infinitas retas.

P, — dois pontos distintos determinam uma (nica reta.

r

EOU[
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P, — por um ponto fora de uma reta passa uma (nica reta paralela a reta
dada (Postulado de Euclides).

r

s//r

P, — num plano existem infinitos pontos e fora dele também.

Ao abrirmos a janela de nosso quarto de
manha, é comum entrar a luz solar.

Podemos criar a idéia de raio de luz, com
base em um segmento de reta.

Para definir o sentido da propagacao da luz, /////

usamos segmentos de retas orientados.
Veja a figura ao lado:
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P, — trés pontos ndo colineares determinam um dnico plano.

o

P, — se dois pontos distintos de uma reta pertencem a um plano, entéo a
reta esta contida no plano.

mfm [
&l

o

P, — uma reta qualquer de um plano divide-o em dois semiplanos opos-
tos, dos quais ela é a origem.

S o
o Semiplanos a, e a,

Posicoes Relativas de Duas Retas

Duas retas distintas podem ser coplanares ou reversas.

Retas Coplanares
Duas retas sdo coplanares quando estao contidas no mesmo plano.

=7/

rns=10 rns={A}
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Retas Reversas
Duas retas sao reversas se nao estao contidas no mesmo plano.

I

T
=
()
=

Retas Perpendiculares

Duas retas sdo perpendiculares quando formam quatro angulos retos.

A
S

A
Y

[1-1
3 r Indicagdo: r L s

Retas Ortogonais

Indicac@o: r L s

Duas retas sao ortogonais se existir uma reta paralela a uma delas e per-
pendicular a outra.
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Posicoes Relativas de uma Reta e um Plano

Reta Contida no Plano

o

Todos os pontos da reta pertencem também ao plano.
rto Orna=r

Reta e Plano Concorrentes

r

S

A reta e o plano possuem um (nico ponto em comum.
rnoa={A}

Reta Paralela ao Plano

< > I
/ a/

A reta e o plano ndo possuem ponto em comum.
r/aldrna=0
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Posicdes Relativas de Dois Planos

Planos Secantes ou Concorrentes

Possuem uma Unica reta em comum.
anPB=a

Planos Paralelos

L o«
L B,

Dois planos ndo tém ponto em comum.
a//BO0anB=0

Capitulo 3

GEOMETRIA METRICA ESPACIAL

No cotidiano, estamos cercados de objetos que tém formas diferentes.
Por exemplo, uma caixa de papeldo; suas faces sdo retangulos, uma caixa é
um paralelepipedo, uma lata de dleo tem a forma de um cilindro e sua base é
um circulo.
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Veja outros exemplos:

Define-se poliedro como o sdlido geométrico limitado por poligonos que
possuem, dois a dois, um lado comum.

Elementos dos Poliedros
Os elementos de um poliedro séo: faces, arestas e vértices.

E D
F Na figura, temos:
% |G 6 faces
*Q% f@()e vertice |2 AEStas
LH,,,,\*\}‘/, ————— g 8 vértices
4 diagonais

A aresta B
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De acordo com o nimero de faces, podemos classificar os poliedros em:
4 faces — tetraedro

5 faces — pentaedro

6 faces — hexaedro

7 faces — heptaedro

8 faces — octaedro

10 faces — decaedro

12 faces — dodecaedro

20 faces — icosaedro

Poliedro Regular

Um poliedro é regular se suas faces sao poligonos regulares com o mes-
mo ndmero de lados.
Ha somente cinco poliedros regulares.
Exemplos:
Tetraedro regular
Forma planificada

faces:
tridngulos
equilateros

4 faces

Hexaedro (cubo)
Forma planificada

6 faces faces:
quadrado
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Octaedro regular
Forma planificada

8 faces faces:
tridngulos eqiilateros

Dodecaedro regular

Forma planificada

12 faces faces: pentagonos regulares

Icosaedro regular

20 faces
faces: triangulo equilateros

VAVAVAVAVA
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Relacdo de Euler
Em todo poliedro convexo, vale a relagéo:

V-A+F=2 em que: V = ndmero de vértices
A = nlmero de arestas
F = nimero de faces

Resumindo
Nome v A F S
Tetraedro 4 6 4 720°
Hexaedro 8 12 6 2160°
Octaedro 6 12 8 1440°
Dodecaedro 20 30 12 6480°
Icosaedro 12 30 20 3600°

Em que S = (V- 2). 360° (soma dos angulos de todas as faces).

Exemplos:

1) Num poliedro convexo, o nimero de faces é 8 e o nimero de arestas é
12. Qual é o nimero de vértices desse poliedro?

Solugéo:

Usando a relagao de Euler, temos:
V+F=A+2
V+8=12+2

V=26

0 poliedro possui 6 vértices.

2) Um poliedro convexo possui 2 faces triangulares e 3 faces quadrangula-
res. Determine o nimero de arestas e de vértices desse poliedro.

Solugéo:
NGmero de arestas 2 faces triangulares 2x3=6
3 faces quadrangulares 3 x4 =12
18 arestas
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Uma aresta € comum a 2 faces, entdo 2A = 18 0 A = 9.
Nimero de vértices:

V+F=A+2 F=2+3
V+5=9+2 F=5
V=1-5

V=6

0 poliedro possui 9 arestas e 6 vértices.

Prisma

Prisma é um sdlido delimitado por faces planas, em que as faces laterais
sdo paralelogramos, e as bases sdo poligonos congruentes.

Planificacao de um Prisma
Considere um prisma hexagonal:

base

base
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De acordo com o ndmero de lados, os prismas classificam-se em:

Prisma Bases

triangular tridngulos

quadrangular quadrilateros

pentagonal pentagonos
hexagonal hexagonos
Exemplos:
I
I
I
I
I
I
A
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
prisma triangular prisma pentagonal
(bases sao triangulos) (bases sao pentagonos)

Conforme a inclinagdo das arestas laterais, os prismas classificam-se em
retos e obliquos.

Obliquo Reto
prisma obliquo prisma regular
(quadrangular) (pentagonal)
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Area da superficie total de um prisma reto

E a soma das areas das superficies das bases com a 4rea da superficie
lateral.

A=2-A+A

A, € a area da base do prisma.

A, € a soma das areas das faces laterais.
Volume

E 0 produto da &rea da base pela altura h.

V=Ah
Paralelepipedo

Séo prismas nos quais as seis faces sao paralelogramos.
Paralelepipedo retangulo

E um paralelepipedo reto cujas faces sdo retdngulos.

@ a — comprimento

o b — largura
o c — altura
o0 D — diagonal

Férmulas importantes:

diagonal da face: d =+/a’ +¢?
diagonal: D =+/a’ +b” +¢’

area total: A = 2(ab + ac + bc)
volume: V = abc

Exemplo:

Para encher uma caixa d'agua de 3 metros de comprimento por 2 metros de
largura e 2 metros de profundidade, foram necessarios 12000 litros de dgua.
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Solugéo:

Devemos calcular o volume da caixa d'agua:
V=3-2-2
V=12m?

Relacionando 1 ¢ = 1dm?, entdo 12 m® = 12000 dm?
12000 dm® = 12000 ¢

Cubo

E um paralelepipedo cujas dimensdes sao iguais:a = b = c.

o a
D
Lo Diagonal: D=av/3
P Area total: A, = 6a?
N a Volume: V = a°
\]

Quando ha enchente, podemos verificar que alguns materiais, como a madeira
e a la de vidro, flutuam na &gua. Isso ocorre porgue esses materiais apresentam
densidade menor do que a agua.

Material Densidade(g/cm?)
madeira 0,65
& de vidro 0,20
4gua 1,00
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Exemplos:

1) Determine a drea da base, a area lateral, a &rea total e o volume de um
prisma reto, de altura igual a 12 cm, cuja base é um triangulo retangulo de
catetos 3 e 4 cm.

Solugéo:

3

= TzﬁcmZ

a2 =4 + 32

a’= 25

a:
A=4-12+3-12+5-12
A= 144 cm?
A=A, +2A V=A -h
A=144+2-6 V=612
A= 156 cm’ V=72cmd

2) Calcule o volume de um prisma hexagonal de altura 8 cm e aresta da
base igual a 3 cm.

Solugéo:

Area da base:

A base é um hexagono formado por 6 tridngulos eqiilateros.
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A 4rea do hexagono é 6 vezes a area de cada um desses tridngulos.

2
A, =6 3
4 V=A,
6 [3° (3/3
A= —— v _—f 38
A, _ﬂ 2 v :msf 3 em’
3) Dado um paralelepipedo reto retdngulo de dimensdes 2, 3, 4 m, calcule:
a) a diagonal c) o volume
22+32+4Z V=a-b-c
D=+4+9+16 V=2-3-4
D=+/29m V= 24m

b) a area total
A, = 2(ab + bc + ac)
A=22-3+3-4+2-4)

A =206+12+8)
A =52m’
Piramide

Piramide é um sélido delimitado por faces planas, em que suas faces late-
rais sdo tridngulos e a base é um poligono.

face
lateral

aresta
lateral

base
aresta da
base

406



Manual de Matematica

Classificacao

As piramides sdo classificadas de acordo com o nimero de lados dos po-
ligonos da base.

Piramide Base

Piramide triangular triangulo

Piramide quadrangular quadrilatero

Piramide pentagonal pentagono

Piramide hexagonal hexagono
Piramide Regular

Uma piramide é regular quando sua base é um poligono regular.

Area da Superficie Total

a
0 apdtema do poligono regular da
s 4 base é chamado apdtema da base (m).
' A altura de uma face lateral é
) chamada apdtema da pirdmide (g).
Area total
A=A +A
Volume
V -1 A, h
3

Exemplo:

Numa piramide quadrangular regular, a aresta da base mede 6 cm. Saben-
do-se que a altura da pirdmide é 4 cm, calcule a &rea lateral, a area total e 0
volume da pirdmide.
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Solugéo:
A base da pirdmide & um quadrado:

m=

m=

Nl N

m=3cm

* apdtema da piramide (g)
gz =h +m
gz =424 32
g?=25
g=>5

* area lateral
At:4'Af Af @
A =415 2
A, = 60 cm? A =——

* 4rea total
A=A+A A = 6?
A =60+ 36 A,= 36 cm?
A, =96 cm’

* volume
V :l A, [h
3

V:l[:BBBl
3

V=48cm®
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Tetraedro

E uma pirdmide de base triangular em que todas as faces sao tridngulos
equilateros.

, . N . a
* apotema lateral € a altura de um triangulo eqiilatero g =——.

2
a6
=

* altura da pirdmide é dada por h =

Area da base
a3
4

Area total
A =a/3
Volume

3
y=22

12

A =

Exemplo:
A aresta de um tetraedro regular mede 6 cm.
Calcule:
a) a medida da altura do tetraedro
aV6

h=202
3

h:¥:2\/§cm
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b) a area total do tetraedro
A =a'/3
A =63

A, =36+/3 cm?

c) o volume

3
VZB\/E
12

szmﬁ

12
V=182 cm®

Cilindro

Definimos cilindro como o sélido formado pelos infinitos segmentos de
reta de extremidades nos dois circulos dados e paralelos a reta s.

/ gixo
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Elementos do cilindro
e (Os circulos de centro 0 e 0’ e raio r s&o as bases.

 Os segmentos paralelos a s com extremidades nas circunferéncias das
bases sao as geratrizes.

* A distancia entre a e (3, planos das bases, é a altura.

Cilindro Reto ou de Revolucao

0 cilindro cujas geratrizes sdo perpendiculares as bases (g = h) é chama-
do de cilindro reto.

Cilindro Obliquo
E aquele em que as geratrizes nao sao perpendiculares as bases.

Cilindro Equilatero
Um cilindro reto é eqiildtero quando a altura é igual ao dobro do raio das
bases.
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Dado o cilindro reto de altura h:

G,

>
h

— (9
Area total ot
E a soma das areas das bases com a érea lateral:
A =2A +Ac em que: A, = 107

A, = 2mth

A =2m(r+h)
Volume

0 volume de um cilindro € igual ao produto da area da base (A,) pela altura (h).
V=mh

Exemplos:

1) Dado um cilindro reto de altura h = 8 cm e raio da base 3 cm, calcule:
a) aéarea da base

A =’
A =13
A, = 9mem?
b) a area lateral
A, = 2mrh
A=72n3-8
A, = 48mem?
¢) a éarea total
A =2mu(r +h)
A =2m3 (3 + 8)
A, = 66trem?
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d) o volume
V =mr’h
V=m3-8
V=72cmd

2) Calcule a érea da base, a érea lateral, a area total e 0 volume de um
cilindro eqilatero (h = 2r) cujo raio é igual a 4 cm.

area da base area total
A, =m’ A = 2mu(r + h)
A, =16 A =2m4 (4 + 8)
A, = 16mtecm? A, = 96mtcm?
area lateral volume
A, = 2mrh h=2r V=mr’h
A =72m4-8 h=8cm V=1 42.8
A, = Bdrem? V=128 cm?
Cone

Cone é um sélido geométrico formado por segmentos que tém uma extre-
midade no V (vértice) e a outra é um ponto do circulo.

Elementos do cone

base
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* V& 0 vértice.

* A distancia entre o vértice V e o plano o é a altura do cone (h).

« OV 60 eixo.

¢ Os segmentos com uma extremidade na circunferéncia da base e a
outra no ponto V sdo as geratrizes.

Cone Reto

0 eixo ¢ perpendicular ao plano da base.

V |

Cone Obliquo
0 eixo nao é perpendicular ao eixo da base.

V /

/
/
/

/
Num cone circular reto, podemos estabelecer a relagao:
gz —h+p
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Cone Equiilatero
Um cone é eqiilatero quando a geratriz é igual ao dobro do raio da base.

Area de um Cone

I |
«

N

a

Area lateral

A =g
Area total
A =+ g
Volume
y=Twh
3
Exemplo:

Calcule a area da base, a area lateral, a 4rea total e o volume de um cone
reto, de altura igual a 8 cm e o raio da base igual a 6 cm.
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Solugéo:

gz =h2 + 2
gz =8 + B2
g =100
g=10
Area da base area total
A =m? A=A +A
A, = mb A, = 361+ 60Tt
A, = 36mem? A, = 96TTCm?
Area lateral Volume
A =g V= A, th
A =T6-10 3
A, = 60mtcm? y = 6mB
3
V =96 cm®
Esfera

Seja um ponto 0 (centro) e um segmento qualquer AO.
A reunido de todos os segmentos AQ é um sélido denominado esfera.

Elementos da esfera

* Centro: ponto 0.

* Raio: medida de qualquer
segmento AQ.

* Diametro: intersecgao com qualquer
reta que corte a esfera e passe pelo
Sseu centro.
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Area de uma esfera
A = 41R?

Volume de uma esfera

:i'ﬂﬂ3
3

Seccao da esfera
Aintersecgéo da esfera e um plano é um circulo.

0
R
d
A r
Em que:
RZ=12+ d?

R —raio da esfera
r — raio do circulo
d — distancia do circulo ao centro da esfera.

Exemplo:

Uma seccao plana feita a 4 cm do centro de uma esfera tem area igual a
25Ttem?. Calcule a area e o volume da superficie esférica.

Solugéo:

A=mrQd 25T = Tr?
2 =25

r=>5cm
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R =12+ (2
h R2 =52 4 42
RZ=25+ 16
 — R = 41
R=4
— pm2 4
A = 418 Vzgrﬁ
2
A = 4rt(Va
( ) Vzﬂrr(\/ﬂ)a
A = 164TTCM? 3
V_164n\/ﬂcm3
3

EXERCICIOS PROPOSTOS
Geometria Plana

1) (UFES) O triplo do complemento de um angulo € igual a terca parte do
suplemento desse angulo.

Esse angulo mede:

a) 7?nrad ¢) 7anad e) %nrad
5Tt m
—rad —rad

bl 16 d 16

2) Determine o valor de x:

a) zXNF’ b)

418
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3) (FGV — SP) Considere as retas r, s, t, u, todas num mesmo plano, com

r//u. O valor em graus de (2x + 3y) é:

t
B / o a) 64°
o b) 500°
AN ¢) 520°
< > U d) 660°
/OX\S e) 580°

4) Sendo a//b//c, determine os valores de x, v, z:

7+ 25° a
b X+ 200/7(950
50° <
c
a) Y b) b 2y
VA
f y + 70° )L/ 7

<

< i > a <€
45° 50°
c) 75° d) 70°
< X o _ X
< < > b

<€

5) Determine x e y nos pares de tridngulos semelhantes:

Zi\\
a) 8
X
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b) 3

6) (EESCUSP) Na figura, AB e DE séo paralelas. O valor de x é:

A D
a) 35
b) 6
c) impossivel calcular x
d) x = 3(AB)
| 35
o) ==
B E 6
7) Determine o valor de x e v:
X
2 400
al b} 120° x
2%+ 12° \J
3x

8) Calcule a medida do valor desconhecido:
A
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5cm

10) Determine a medida x e y indicados em cada uma das figuras:

20°

a) 100° b)

\ :

N
D\ x + 30

c)

>

421



Manual de Matematica

11) Na figura seguinte, determine em graus a medida de x do arco menor
AB, sabendo que a medida do arco maior é igual a sete vezes a medida x do
arco menor.

7x

12) Na figura seguinte, determine a medida x e y dos angulos abaixo:

al () . b)

85°

q

13) Determine o lado e 0 apdtema de um tridngulo eqiildtero inscrito num
circulo de raio 1=3/3.

14) Calcule a area do circulo no qual esta inscrito um quadrado de area 16.

15) Determine o apétema de um hexéagono regular de area 183 .

16) Calcule o perimetro de um tridngulo eqiilatero inscrito numa circunfe-
réncia de raio 5 cm.

17) Calcule as seguintes areas:
a) de um triangulo eqilatero de lado 2;
b) retangulo de perimetro igual a 20 cm e altura 4 cm;
¢) tridngulo de base 18 cm e altura igual a terga parte da base.
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18) Nas figuras a seguir, calcule as areas sombreadas:

a) b)

19) (UFPR) Qual é o valor da area da figura?
12

a) 95 m?
b) 144 m?
c) 169 m?
d) 119 m?
e) 109 m?

7

20) A érea de um terreno retangular é de 281,25 m2. Se o lado maior
do terreno excede em 25% o lado menor, entdo o perimetro do terreno é
igual a:

a) 67,5 b) 71,5 c) 75,5 d) 79,5 e) 83,5

21) (PUC — SP) A area do quadrado sombreado é:
7 1

L]

1 7
a) 36
7 1 b) 40
c) 48
1 7 d) 50
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22) (MACK — SP) Na figura abaixo, sendo a//b//c, o valor de x é:

a1
b) 2
c)3

3 4%+ 1

g
2
23) (F.Objetivo — SP) Na figura abaixo, o valor de x é:
< \ > a) 4
x—3 >< X b) 5
X+ 2 X—2 C) 6
/ \ d) 7

24) (MACK — SP) Na figura abaixo, a medida de x vale:
A

4

A

Y

; a) 11.25
b) 11,75

15 15
X C) 12,25
B c d) 12,75

20

25) (FEI — SP) Na figura DE//BC , o valor de x é:

a9
b) 10
c) 12
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26) Calcule x na figuras abaixo:

’ O AN

‘
<

Geometria de Posicéo

27) Coloque V (Verdadeiro) ou F (Falso):

a) Uma reta possui apenas dois pontos. ( )

b) Dois pontos distintos determinam uma Unica reta. ()

c) Trés pontos quaisquer determinam um Unico plano. ()

d) Por um ponto passam infinitas retas. ( )

e) Por um ponto passa uma Unica reta. ()

f) Um plano contém infinitas retas. ()

g) Trés pontos distintos sao sempre colineares. ()

h) Existe um Gnico plano que passa por dois pontos distintos. [ )

28) Identifique no cubo dois pares de retas: F‘ G
B ! C
a) paralelas; |
b) concorrentes; |
c) coplanares; b |
£ H
d) reversas. o
A D

29) Assinale V (Verdadeiro) ou F (Falso):

a) Duas retas concorrentes sao perpendiculares. ()
b) Duas retas reservas sao ortogonais. ( )

c) Duas retas perpendiculares sao coplanares. ()
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d) Se duas retas ndo tém ponto em comum, elas sdo reservas. ()
e) Se duas retas sdo paralelas, elas sao coplanares. ()

30) (FUVEST — SP) Assinale a alternativa correta:

a) Se dois planos forem perpendiculares, todo plano perpendicular a um
deles sera paralelo ao outro.

b) Se dois planos forem perpendiculares, toda reta paralela a um deles
serd paralela ao outro.

c) Duas retas paralelas a um plano sao paralelas.

d) Se duas retas forem ortogonais reservas, toda reta ortogonal a uma
delas sera paralela a outra.

e) Se duas retas forem ortogonais, toda reta paralela a uma delas serd
ortogonal a outra.

31) (PUC — SP) Séo dadas as proposigoes:
| — Uma reta é perpendicular a um plano quando ela é perpendicular a
todas as retas desse plano.

Il — Se um plano é perpendicular a outro, entdo ele é perpendicular a qual-
quer reta desse outro.

Il — Se dois planos distintos sdo paralelos, entdo toda reta de um é para-
lela ao outro.

E correto afirmar que:

a) |, Il e lll sdo verdadeiras.

b) I, Il e lll s&o falsas.

c) Apenas Il é verdadeira.

d) Apenas Il é verdadeira.

e) Apenas |l e lll sdo verdadeiras.

32) (FMU — SP) Dado um plano a e duas retas distintas, r e s, tais que
r L ses L a,podemos afirmar que:

ajrns=0. d) r//a.
b) r e s sdo retas reservas. e) n.d.a.
c) r//s.
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33) (Unesp — SP) Considere o cubo da figura:

Das alternativas abaixo, aquela correspondente a pares de vértices que
determinam trés retas, duas a duas reservas, é:

D c
A l B a) (A, D), (C, G), (E, H).
| b) (A, E), (H. G), (B, F).
c) (A, H), (C,F), (EH).
H |G d) (A, E). (B, C), (D, H).
E// ; el (A, D), (C, G), (E, F).

34) Dados dois planos paralelos, se um outro plano corta os dois, as inter-
secgoes séo retas:

a) reservas. d) concorrentes.
b) perpendiculares. e) paralelas.

c) ndo sdo retas.

Geometria Métrica Espacial

35) Sabendo que um poligono convexo possui 20 faces e 12 vértices, qual
é o nimero de arestas desse poliedro?

36) Determine o nimero de vértices de um poligono convexo que possui
3 faces triangulares, 1 face pentagonal e 2 faces quadrangulares.

37) Calcule a soma dos angulos das faces:
a) do hexagono regular; b) do octaedro regular.

38) (CESESP — PE) Sabendo-se que num poliedro convexo o nimero de
arestas € igual ao nimero de vértices somado com 12, assinale a alternativa
que nos da o nimero de faces desse poliedro.

a) 12 c) 14 e) 10
b) 11 d) 13

39) Num poliedro a soma das medidas dos angulos das faces é 1.800°.
Calcule o nimero de vértices desse poliedro.
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40) Num prisma quadrangular regular, a aresta da base mede a = 6 cm.
Sabendo que a &rea lateral do prisma é 216 cm?, calcule a medida h da altura
do prisma.

41) (FAAP — SP) Calcule, em litros, o volume de uma caixa-d'agua em
forma de prisma reto, de aresta lateral 6 m, sabendo que a base é um losan-
go cujas diagonais medem 7 me 10 m.

42) Dado um paralelepipedo retangulo de dimensées 2 m, 3 me 6 m,
calcule a diagonal, &rea total e o volume.

43) (UFOP — MG) Uma caixa d'agua, em forma de paralelepipedo retangu-
lo, tem dimensdes de 1,8 m, 15 dm e 80 cm. Sua capacidade é:

a) 2,16 ¢ b) 1080 ¢ c) 216 ¢

d)216¢ e) 2160 ¢

44) (FGV — SP) Um cubo tem 96 m? de &rea total. Em quanto deve ser
aumentada a sua aresta para que seu volume se torne igual a 216 m*?

a)2m c)Tm e)9Im
b) 3 m d) 0,5m

45) Uma pirdmide quadrangular de altura 4 m tem uma aresta da base
medindo 6 m. Calcule o seu ap6tema, a area total e o volume:

46) (UFRS) A érea total de um tetraedro regular é N . A'sua aresta vale:

3
a) 1 b)\g ) 2 d) 2

47) 0 apétema do tetraedro regular é 4+/3 cm . Calcule a altura.

48) Determine a area lateral de uma pirdmide quadrada de aresta 10 cm e
altura 12 cm.

49) Uma piramide quadrangular regular tem 4 cm de altura e 12 cm de
aresta da base. Determine:

a) medida do apdtema da base. c) a medida da aresta lateral.

b) medida do apétema da piramide. d) a &rea total da piramide.
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50) Calcule a area total e 0 volume de uma pirdmide triangular regular de
aresta da base 6 e aresta lateral 5.

51) Calcule a area total e o volume do cilindro de raio da base 2 e altura 5.

52) Calcule a &rea da base, a area lateral, a area total e o volume de um
cilindro de raio da base 4 cm e altura 12 cm.

53) Calcule a area total de um cilindro eq(ilatero de volume 2507T

54) Determine a &rea total e 0 volume de um cone reto de geratriz igual a
15 me altura 9 m.

55) (UFPA) Um cone eqiiildtero tem area da base 41tem? . Qual sua area
lateral?

a) 2rtem? c) 8ttecm? e) 321tem?
b) 41tem? d) 161tem?

56) (MACK — SP) O volume de um cone circular reto de geratriz 5 e peri-
metro da base igual a 8Tté:

a) 75T c) 25Tt e) 20Tt
b) 91 d) 167

57) Calcule a area de uma secgao plana feita a 8 cm do centro de uma
esfera de raio 10 cm.

58) Determine o didmetro da esfera de area 16TTCcm?.

Respostas
1)d 2) a) 20° b) 75° 3) 500° b
4)a) x = 50° b) x = 65° c) x = 30° d) x = 20°
y = 50° y =70°
z =105 z=80°
blajx=4,y=10 b)x=15y=4 6) e
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7)a)x=18 b) x = 100° y = 20°
8)a) x=15 b)h=24 m =32 n=18
¢) h=5¢3, ¢ =10, b =10v/3
9)a)1,2cm b) 2cm
(e} o (e} o IZV:950
10) a) x = 60 b) 55 c)x=20° y=100 d) %:750
11) 45° 12) a) x = 65° b)y = 170° 13) 9
14) 4 15) 3 16) 153 cm
17)a) /3 b) 24 cm? c) 54 cm?
18) a) 0, 86 cm? b) A = 16TTCM?
19) 109 mZ (e) 20) a
21) d 22) b 23) ¢ 24) a 25) b
26)a)x =05 b)x=3

27)a)F bV oV dV

28)a) CG e DH

b) BF e FE
29) a) F b) F )V
30) e 31)d 32)d

35) 30 arestas 36) 7 vértices

38) ¢ 39) 7 vértices
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e)F fiv gF hF

c) BF e DH
d) FG e CD
dF e)V
33)e 34) e
37) a) 2160° b) 1440°
40) 9 cm 41) 210.000 ¢
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42)d=7m,A =72m?eV =36 m’ 43) e
44) a 45)5m
A = 96
V=48ms
46) ¢ 47) 442 cm 48) A, = 260 cm’
49) a) 6cm
b) 24/13 cm
¢) 24/22 cm

) 48(3++/13) om’

50) A, =36 +9+/3, V =3./66

51) A = 281 V = 207

52) A, = 16mem? A = 96mtem? A = 128mtem?, V = 192mtem?
53) A, = 150

54) A, = 324mtm?, V = 4321tm?

55) ¢ 56) d 57) A = 361tcm? 58) 4 cm
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